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1. EINLEITUNG 
Ein klassischer Satz von Bernstein besagt (vgl. Zygmund [13], p. 135), da13 
die der 2rr-periodischen Funktion f zugeordnete Fourierreihe absolut 
konvergiert, falls fur ein a > + 
Titchmarsh ([II], p. 115) untersucht das Problem, unter welchen Bedingungen 
das Fourierintegral f * von f (hinsichtlich Reihen vgl. Szbz [9]) zur q-ten 
Potenz absolut integrierbar ist : Sei f E Lp(-m, co), 1 < p < 2 und 
s mmIf(E+7)-f(~)IP~~=0(T”P) (O<a<l1); 
dann gehiirtf “zu Lg(-co, M) ftirp/(p - 1 + ccp) < q <ppl(p - 1). 
Wir wollen im folgenden Abschnitt’ die Resultate von Bernstein und 
Titchmarsh auf n Dimensionen, na2, iibertragen und geben eine elementare 
und kurze Beweismethode an, die sowohl den Fall der Fourierreihen als such 
den der Fourierintegrale umfal3t. Der Beweis beruht im wesentlichen auf der 
Idee, da13 man aus der Lipschitzbedingung an f auf eine Darstellung ftir die 
Fouriertransformierte f * schlieBen kann (vgl. [12]). 
Zun~chst werden nun einige Schreibweisen angegeben. Mit x = (x,, . . .,x,), 
Y=(Y1,**.,Yn), a-- bezeichnen wir die Elemente des n-dimensionalen euklidi- 
schen Raumes E,,. Das Skalarprodukt von x,y E E,, ist definiert durch x.y = 
C;=,x,yyund 1x1, derabsoluteBetragvonx, durch 1x12 = X.X. Diegriechischen 
Buchstaben cc, 8,. . , seien immer skalare Grogen. N sei die Menge (0, 1,2,. . .>, 
2, die Menge aller ganzzahligen Gitterpunkte des E,, und T,, der n-dimensionale 
Torus {x; -n < x, < n, v E N, 1 < v <n}. Im folgenden sei D entweder E,, 
’ Die Ergebnisse dieser Arbeit waren Bestandteile des Vortrages: “Charakterisierung von 
Beziehungen zwischen Fouriertransformierten im E,,“, der vom Autor auf dem 7. &ter- 
reichischen MathematikerkongreB am 17. September 1968 in Linz gehalten wurde. 
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oder T,. ann bezeichnen wir die Menge der auf D zurp-ten 
integrierbaren Funktionen mit 
1st p = 00, so setzen wir 
LW) = w lIfllL%J~ = es;,Fp iftx)l < 4; 
insbesondere benijtigen wir noch die Menge C(T,) der auf T,, stetigen, 
periodischen Funktionen, normiert durch /jflcCT,) = supXETn /.f(‘(x)l. 
Pm folgenden bedeutet p’ (bzw. 4’) stets den zu p (bzw. q) konjugie~e~ 
Exponenten: l/p + l/p’ = 1. Die v-te Differenz von f mit ~ers~biebu~g 61 
definieren wir durch 
f geniigt dann einer Lipschitzbedingung der Ordnung cx (in 
f~ Lip(a,v; L”(D)), fallsfE L”(D) und 
,$$ Il4”fllL~cD, = a+? (-Z-+0+). 
Die Fouriertransformation ist erklgrt fiirfE Lp(Tn), 1 ~cp G 00, durch 
j+(k) = (237-p jT”f(X) e-ikxdx tk E &I), 
fiirf’e L’(E,) durch 
f”(v) = (2r)-” jEnf(x) eeiusn dx (v E et), 
und ftirf e LP(E,), 1 < p G 2, durch den Normgrenzwert fur p --f a3 von 
~JzI) = (277-” jIx, .,f(+P”“dx (v E E,,). 
2. S~~TZEVONTITCHMARSHUNDBERNSTEININ~~DIMENSIONEN 
Der nachfolgende Satz kann als eine ubertragung der oben zitierten Ergeb- 
nisse auf II Dimensionen angesehen werden. 
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Beweis. Wir berechnen zunachst mittels einer Orthogonaltransformation 
(vgl. Bochner-Chandrasekharan [Z], p. 70) das folgende Integral (0 < /3 < v) : 
s En Ihl-“-fi(eiuh - 1)“dh 
= 
s 
E” I/qn-B(eilulhl - 1)“dh = ]u]qI,v,n), (1) 
mit der Konstanten 
C(/3, v, n) = SEn Ihl-“-fl(ei*l - l>” d/z. 
Nun betrachten wir fiir festes E > 0 den Ausdruck 
1 
s C@,v,n) IhI,< 
Ihl-“-pd,“f(+i%. 
Offensichtlich existiert das Integral und bildet fur E + 0+ eine Cauchyfolge; 
denn mit Hilfe der Voraussetzung ist fur alle 0 < /3 < a < v 
ftir pi, e2 + O+. Auf Grund der Vollstandigkeit des Raumes Lp(D) existiert 
ein g E Lp( D) mit 
Sei nun D = E, ; mit Hilfe von (1) ist dann 
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d.h. Iv/flf”(v) = g”(u) f.ii. Analog zeigt man im Falle = T,, die Relation 
\klfif “(k) = g”(k) fiir alle k E Z,,, k # 0. Kieraus folgt mit Hilfe der 
Ungleichung fiir Reihen unmittelbar 
wobei wir unter 2” die Summation iiber alle k E 2, mit Ausnahme van k = 5 
verstehen. Da wegen der Hausdorff-Young Ungleichung die Summe fiber 
g”(k) endlich ist, konvergiert die Reihe 2 /f*(k)/“, falls -/Jp’q/fp’ - q) < - H 
ist, d.h. p/(p - 1 + @p/n)) < q. Die Behauptung (a) folgt nun unmittelbar~ da 
letztere AbschSitzung fiir alle fl, 0 < ,6 < CC, gilt und die obere Schranke q G p’ = 
p/(p - 1) durcb die Hausdorff-Young Ungleichung gegeben ist. Tm Falle (b) 
schlierjt man ganz analog. 
Bemerkung 2. In E, hat Sz&z [IO] fiir 2n-periodische Funkt~o~e~ die 
Lipschitzbedingung im Satze von Titchmarsh folgendermaflen abgescbw~c~t : 
Tstfe L%, I G p G 2, und q > 0, dann folgt aus (q E N) 
da13 die f zugeordnete Fourierreihe zur q-ten otenz summierbar ist, d.h. 
Cvez1 IfA( < co. 
Im Fallefg L2(D), n 2 2, modifiziert Peetre [7] die 
f E Lip (~1, v; L2(D)) 
im Sinne von SzAsz zu 
Unter der Voraussetzung (3) mit der Einschrgnkung 0 G ,8 G n/2 wird dam 
bewiesen, da13 f Fouriertransformierte iner Funktion g E L”(D) ftir alle q mit 
242 - 1 + (2/3/n)) G q G 2 ist. Da f E Lip(oc, v; L2(D)) fiir o( > ,8 eine hinreich- 
ende Bedingung fiir die Konvergenz von (3) ist, umfat3t das Ergebnis van 
Peetre ftir p = 2 unseren Satz 1. 
Hieriiber hinaus kann Peetre [7] die Bedingungfe L2 noch folgenderma~e~ 
abschwgchen. Sei f lokal absolut integrierbar und gestatte die Darstellung 
f=fo +fl, wobei f. E L*(D) und die (distributionentheoret~che~) partiellen 
Ableitungen der Ordnung 7,~ > /3, von fi zu L’(D) gehtiren. Dann ist (3) 
hinreichend fiir die Existenz von g E L’(D), 1 G r G 2, mit f= g”. Da im 
eweis jedoch der Satz von Plancherel benutzt wird, scheint der Beweisgang 
auf den Nilbertraum L2(D) beschrgnkt zu sein. In Satz I baben wir hingegen 
alle RHume LP(D), 1 G p G 2, und /3 > 0 beliebig zugelassen. 
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Aus Satz 1 ersehen wir, da13 in Falle p/(p - 1 + (c&z)) < 1 absolute 
Konvergenz vorliegt. 
FOLGERUNG 3. Ist f E Lip(a,v; LP(D)), mit (n/p) < M < v und 1 <p < 2, so 
folgt im Falle 
(4 D = T,, &$’ CkcZn If”(k)1 < ~0, 
@I D = En, daJ iEn If’%>) du < ~0. 
Beachten wir, da? 
llf II Lvr,) G cwWIlCcT”,, 
so ergibt sich ausfe Lip(cc,v; C(T,)) auchfe Lip(cc, v; L2(T,)) und mithin die 
Ubertragung des klassischen Resultats von Bernstein auf IZ Dimensionen. 
FOLGERUNG 4 (BERNSTEIN). Ist fperiodisch und f E Lip (n/2 + E, v ; C (T,)) fiir 
ein E > 0, dann konvergiert die Fourierreihe von f absolut. 
Dieses Ergebnis erhalt such Igari [5] unter Benutzung einer starkeren Defini- 
tion einer Lipschitzbedingung (dort wird die Existenz partieller Ableitungen 
vorausgesetzt; vgl. die Definition von H$@(&), die weiter unten folgt). 
An Satz 1 schliel3t sich die Frage an, ob weiterhin mit f A E LQ(E,) such 
fE L4’(&), 1 <q’ < co, ist, falls f E Lip( a,v; L4(EJ). Die LSsung ist fur den 
Hilbertraum L2(EJ bereits in der Aussage von Peetre [7] enthalten (vgl. 
Bemerkung 2). Z.B. ftirf E Lp(&), 1 < p < 2, kiinnen wir das Problem ebenfalls 
l&en. 1st namlich zunachst a > n/p, so folgt mit Aussage (b) von Folgerung 3, 
da13 dann f stetig ist und im Unendlichen verschwindet; insbesondere gehiirt 
dann f zu L’(E,), 1 <p G r G co. 
Aus f E Lip(&, v; Lp(E,)), a < n/p, folgt fur jedes &O < /3 -C a, auf Grund des 
Beweises zu Satz 1 die Existenz von gg, so dal3 lvlpf “(0) = g;(v); benutzen 
wir nun die Definition des gebrochenen Rieszintegrals [8] 
mit der Konstanten 
H,@) =+‘I? 2g r 
so IBBt sich mit einer elementaren Methode zeigen (vgl. [4]), dal3 die Beziehung 
(2) der Darstellung von f als gebrochenes Rieszintegral aquivalent ist: 
f(x) = lsgs(x) f.ti. Mit dem Satz von Soboleff tiber gebrochene Integration 
folgt dann die Losung. Hiertiber hinaus kann man in der L4’-Norm noch eine 
Lipschitzbedingung fiir f ableiten, deren Ordnung von a,p,q’ abhiingt. Jedoch 
gehen wir hierauf nicht naher ein, da diese Aussagen bereits in einem Ergebnis 
von Nikolskii [6] enthalten sind, dessen Inhalt wir kurz angeben wollen. 
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Verwendet man den Differentialoperator 
em = azyi(axy . . . . . a..qq cm = (w,. . -5 WA mA E N, 
dann definiert man den Raum H$@(E,), a = 7 + y, 17 E 8, 0 < y G 1, als die 
Menge der Funktionen, fur die D” fe Lp(E,J, 0 < It=, JTZ~ <77, und fur die 
D"f, zi=, mA = 7, zu Lip(y, 1; L”(E,J), falls 0 < y < 1, bzw. fur y = 1 zu 
Lip(l,2; La@?,)) gehiiren. 
Ein Ergebnis von Nikolskii (vgl. [I], 161) besagt, da8 HF’(&J stetig in 
M$’ eingebettet ist, falls 1 <p G q’ G 00 und p = a - (n/p) + (n/q’) > 0. 
Da nach einem Reduktionssatz der Interpolationstheorie (vgl. z.B. [3], 
p. 259) f E Lip(a,v; Lp(E,,)), 0 < M. < v, aquivalent zu f E HIpI” id, ist mit 
dem Satz von Nikolskii das oben angeschnittene Problem vollstandig gel&t. 
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